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FORORD 
Træ er et materiale med betydelige tidsafhængige egenskaber. Det viser sig blandt andet derved at 
en træbjælke under konstant last kan have en nedbøjning efter nogle måneder, som er væsentligt 
større end udbøjningen umiddelbart efter bjælkens ibrugtagning. 
Træ er også et materiale med revner og andre "fejl" (fx knaster), der forårsager en betydelig styr-
kereduktion. Reduktionen er ligesom udbøjningen tidsafhængig. Man taler om korttidsstyrken 
som den last, træet kan bære i cirka 1 minut - og langtidsstyrke som den last træet kan bære i 10 
år før brud indtræder. 
Af mange grunde (bl.a. resurcemæssige) stilles der i dag i stigende grad funktionskrav med 
hensyn til konstruktioners udbøjning og levetid. Rheologi (gr. læren om det, der flyder) og 
Brudmekanik er nyttige "værktøjer" til brug i analyser, der tager hensyn til sådanne krav. 
Notatet er udarbejdet som en indføring i fagdisciplinerne rheologi og brudmekanik med specielt 
henblik på anvendelse i forbindelse med levetidsanalyser af træ som konstruktionsmateriale. 
Principielt kan de udviklede udtryk imidlertid også anvendes på andre bygningsmaterialer. 
Af forenklingsmæssige grunde hviler fremstillingen af stoffet i det væsentlige på en isotrop mate-
rialeopfattelse (samme mekaniske egenskaber i alle retninger). Træ er som bekendt ikke et iso-
tropt materiale. Det er orthotropt med forskellige egenskaber i tre hovedretninger. For brudmeka-
nikken betyder det, at udtryk, hvori Young's modul optræder, strengt taget kun er gyldige på træ 
såfremt Young-modulen erstattes med en speciel "orthotrop Young's modul". Det kan imidlertid 
vises (1), at notates brudmekanik-baserede resultater som de præsenteres i en form, hvor Young's 
modul ikke optræder eller hvor formen er normeret (dimensionsløs), er fuldt gyldige for træ. 
"Normeret" betyder i denne sammenhæng, at krybning, styrke og last er sat i forhold til følgende 
referenceværdier målt i lastens retning: krybningens begyndelsesværdi (reciprok Young's modul), 
den maximalt opnåelige (urevnede) styrke og traditionel korttidsstyrke. I nævnte rækkefølge defi-
neres herved de begreber, der anvendes i notatet, nemlig normeret krybning, styrkeniveau hen-
holdsvis lastniveau. 
Den "normerede" resultat-præsentation er af betydelig praktisk værdi, idet denne, som det vil 
fremgå i notatet, medfører, at der kan opstilles standardløsninger for en række levetidsproblemer 
for træ - for eksempel træs levetid i relation til fugtmiljø.  
I et par eksempler illustreres rheologiens og brudmekanikkens formåen i analyser af træs tidsaf-
hængige mekaniske adfærd. Yderligere eksempler er givet i (1,2,3,4,5,6,7) - herunder sådanne, 
der belyser reststyrkeproblematikken; det vil sige, hvilken styrke kan træ påregnes at have i en 
genbrugssituation. 
Vejledning: En del symboler knytter sig til stofpræsentationen, specielt med hensyn til leve-
tider. Læseren tilrådes tidligt at orientere sig i symbollisten, der er anført som Kapitel 4 bagest 
i notatet. Den citerede litteratur er anført i Kapitel 5. Til hjælp for rapportens numeriske 
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1. RHEOLOGI 
Ordet rheologi er græsk og betyder læren om det, som flyder. Som sådan rummer begrebet en-
hver tænkelig materialerelation mellem kraft (spænding) og deformation (tøjning) samt tid.  
Rheologisk set er mange bygningsmaterialer som for eksempel træ vist at kunne klassificeres som 
såkaldte lineær viskoelastiske materialer, såfremt belastningen er lavere end cirka 50% - 60 % af 
den, der fremkalder brud. Det vil sige, at de fleste brugstilstande er tilgodeset i denne relativt 
simple materialeopfattelse, der skal forklares nærmere i det følgende afsnit. 
1.1 Lineær viskoelasticitet 
Lineær viskoelastisk materialer er materialer, hvis spændings-tøjningsrelation kan beskrives ved 













εσ ∑∑  (1.1)
hvor pk og qk er materialekonstanter. Spænding og tøjning er betegnet ved σ henholdsvis ε. 
Benævnelsen, "lineær viskoelastisk", anvendes fordi 1) sammenhængen mellem spænding og 
tøjning er lineær (ligning 1.1 er en lineær differentialligning), fordi 2) tiden er indblandet 
(flydning, viskositet) og fordi 3) almindelig elasticitet også er involveret. Det sidste indses ved at 
lade alle pk og qk, undtagen p0 og q0, blive 0. Herved reduceres Ligning 1.1 til Hooke's lov, σ = 
Eε, hvor E = q0/p0 er Young modulen. 
 
Et vigtigt kendetegn for viskoelastiske materialer er den såkaldte krybningsfunktionen, c(t), der 
angiver den tøjning, der fremkaldes, når materialet belastes til tidspunkt t = 0 med den konstante 
spænding, σ = 1. Krybningsfunktionen forløber typisk som vist i Figur 1.1. Begyndelsesværdien 
er c(0) = 1/E. 
Krybningsforløbet kan ved superposition, som vist i Figur 1.2, anvendes til opbygning af tøj-
ningsløsningen for et stepvarierende spændingsforløb. Vi får  
)t -c(t  = .... + )t -c(t  + )t -c(t  = (t) nn
N
1=n




hvor ∆σn = ∆σ(tn) betyder en springvis spændingsændring til tidspunkt tn. Ved overgang til et 
vilkårligt, kontinuert spændingsforløb erstattes i Ligning 1.2 tn med θ, spændingsspringene med 








σθε ∫  (1.3)
Analogt til krybningsfunktionen defineres den såkaldte relaxationsfunktion r(t) som den 
spænding, der induceres i materialet, når dette påvirkes med en konstant tøjning, ε = 1, virkende 
fra t = 0. En relaxationsfunktion forløber typisk som vist i Figur 1.3. 
 
På ganske tilsvarende måde, som krybningsfunktionen fører frem til tøjningsløsningen i Ligning 
1.3, fører relaxationsfunktionen frem til spændingsløsningen 
0tfor0;d
d




εθσ ∫  (1.4)
Det er vigtigt at gøre sig klart, at spændings-tøjnings-relationerne som udtrykt ved Ligningerne, 
1.1, 1.3 og 1.4, er ensbetydende. Et af udtrykkene definerer entydigt et materiales viskoelastiske 
opførsel. 
Med hensyn til anvendelser kan der imidlertidig være meget store forskelle i den matematiske 
kompleksitet. Normalt vil det være således, at integralrepresentationen udtrykt ved Ligning 1.3 
vil være at foretrække ved løsning af problemer med foreskreven last, mens Ligning 1.4 er mere 




1.2 Mekaniske modeller 
Ovenstående redegørelse vedrørende lineær viskoelastiske materialer kan illustreres gennem den 
mekaniske analogi: 
Ligning 1.1 er identisk med de udtryk, der styrer sammenhængen mellem deformation og last i 
mekaniske modeller, opbygget af fjedre (Hooke-elementer) og væskebremser (Newton-
elementer). Kraft og deformation svarer til spænding henholdsvis tøjning. Sådanne modeller kan 
være uhyre nyttige at støtte sig til, når forsøgsresultater skal vurderes. Nedenfor gennemgås de tre 
vigtigste mekaniske modeller. Indeks 1 og 2 på spænding og tøjning refererer til de to grund-
mekanismer Newton- henholdvis Hooke-elementet. 
 
1.2.1 Maxwell-modellen 
Den mekaniske model i Figur 1.4 definerer ved de angivne ligninger det såkaldte Maxwell-mate-
riale. Løsning af ligningerne giver følgende spændings-tøjningsrelation, der er en specialudgave 
af Ligning 1.1, 
stidenrelaxation er 
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hvor E og η betegner elasticitetsmodul henholdsvis viskositet. Af grunde, som vil fremgå 
nedenfor kaldes den indførte forkortelse, τ, for materialets relaxationstid. 
Krybningsfunktionen for et Maxwell materiale fås ved at indsætte σ = 1, virkende fra t = 0, i Lig-
ning 1.5. Tilsvarende fås relaxationsfunktionen ved indsættelse af ε = 1, virkende fra t = 0. Resul-












t -EXP* E= r(t)  (1.7)
Til t = τ er relaxationsfunktionen reduceret til ca. 40 % af sin begyndelsesværdi. Dette forhold de-
finerer betydningen af begrebet relaxationstid. Ofte anvendes også betegnelsen ’fordoblingstid’, 





Den mekaniske model i Figur 1.5 definerer ved de angivne ligninger det såkaldte Kelvin materia-
le. Løsning af ligningerne giver følgende specialudgave af Ligning 1.1 med krybningsfunktionen 
som udtrykt i Ligning 1.9 
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Relaxationsfunktionen er ikke defineret i påvirkningstidspunktet (væskebremsen kan ikke 
uendelig hurtigt indstille sig på ε  1). For t > 0 har vi 
)0t(E  r(t) >≡  (1.10)
1.2.3 Burgers-modellen 
Denne model, der er vist i Figur 1.6, definerer det såkaldte Burgersmateriale. Den består af en 
































hvor Kelvin- og Maxwell-modellernes elasticitetskoefficienter er givet ved EK henholdsvis E. De 
tilsvarende relaxationstider er, jfr. Ligningerne 1.5 og 1.8, givet ved 
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Burgers-modellen, hvis krybningsfunktion er givet ved Ligning 1.13 og afbildet i Figur 1.6, er 
den model, der mest realistisk (kvalitativt og ofte kvantitativt) kan beskrive alle de tøj-
ningsfænomener, der karakteriserer et viskoelastisk materiale. Det vil sige: 1) Den beskriver en 
ren elastisk komponent (den frie fjeder), 2) en ren viskos, irreversibel komponent (den frie 







E + t + 1
E
1 = c(t) Kt/-
K
)  (1.13)
Uendelig mange mekaniske materialemodeller kan opstilles ved kombination af fjedre og væske-
bremser. Normalt kan det imidlertid ikke betale sig at gå videre end til Burgers-modellen, når ma-
terialers mekaniske opførsel forsøges simuleret gennem en mekanisk model. Kan Bur-
gers-modellen ikke bringes til at dække forsøgsresultater tilstrækkeligt godt kan den bruges som 





 1.2.4 Eksponentialkrybning 
Træ, plastic og en række keramiske materialer har rheologiske forhold, der kun kan beskrives 
gennem en uhyre kompliceret mekanisk analogi. Det har imidlertid vist sig (8), at krybningsfunk-
tionerne med god tilnærmelse kan beskrives ved følgende simple eksponentialudtryk, svarende til 











⎛+== τ                                                             (1.14) 
hvor relaxationstiden τ og krybningseksponenten b er materialeparametre. Relaxationstiden be-
nævnes også fordoblingstid idet c(τ) = 2c(0). I et senere afsnit kvantificeres de nævnte parametre 
for træ. For plast og keramik må b og τ, i de enkelte tilfælde hentes, eller deduceres, fra speciallit-
teraturen. 
Relaxationsfunktionen, svarende til ovennævnte krybningsfunktion kan bestemmes af Ligninger-
ne 1.1 eller 1.3. De ret komplicerede beregninger (8) giver resultatet i Ligning 1.15, hvor Γ(1+x) 
(= x!) er gammafunktionen af 1+x. For materialer med b < 0.3 er udtrykket i Ligning 1.16 en me-




t(-X)r = r(t) = E            med  X = (1 +b)  
(1 +nb)
∞ ⎛ ⎞Γ ⎜ ⎟Γ τ⎝ ⎠∑  (1.15)
b
1 Er = r(t)   =         b < 0.3
c(t) 1 + (t/ )
≈ τ  (1.16)
Bestemmelse af krybningsparametre 
Udfra en række målte krybningsdata er det ret enkelt at bestemme krybningsparametrene τ og b. 
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Figur 1.7. Eksperimentel bestemmelse 
af de rheologiske parametre for et 
materiale med eksponentialkrybning, se 
Ligningerne 1.14 og 1.17. 
1.3 Spændings-tøjnings-analyse 
1.3.1 Viskoelastiske operatorer 
De to ligeværdige integraludtryk i Ligningerne 1.3 og 1.4 kan skrives på operatorformen vist i 
Ligning 1.18. Operatorerne kaldes ofte analogioperatorer på grund af den slående lighed til 
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1.3.2 Elastisk-viskoelastisk analogi 
Det kan vises, at løsningen til et lineær-viskoelastisk problem kan opnås ved at erstatte elastici-
tetskoefficienten i løsningen for det tilsvarende lineær-elastiske problem med den tilsvarende vi-
skoelastiske operator defineret i Ligning 1.18. E-v-analogien er den forkortede betegnelse for 
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Spænding og tøjning kan her opfattes i generaliseret betydning. Spændingen kan være kraften på 
en konstruktion, mens tøjningen er konstruktionens udbøjning.  
Tilnærmet e-v-analogi 
I nogle tilfælde vil tilstrækkeligt gode løsninger kunne opnås ved den i Ligning 1.20 forenklede 




E med relaxationsfunktionen eller fleksibiliteten (1/E) med krybningsfunktionen. Det skal under-
streges, at den således forenklede e-v-analogi er en tilnærmelse, der kun gælder, når r(t) ≈ 1/c(t) 
og en af (σ,ε) stiger eller falder monotont. 





Perfekte, homogene materialer, d.v.s. materialer, der er ensartet og fejlfrit opbyggede ned i den 
mindste mikrostrukturelle detalje, har meget store styrker. Disse såkaldte teoretiske styrker kan 
ofte beregnes udfra kendskab til struktur og interatomare kræfter i materialet. Et simpelt 
eksempel på, hvordan den teoretiske styrke af krystallinske materialer kan forudsiges, vil blive 
givet i afsnit 2.1. 
Vi gentager, at den teoretiske styrke kun kan opnås i meget perfekte (ideale) materialer, der er 
homogene helt nede fra det atomare niveau. Reproduktionen af egenskaber til mere realistiske 
materialer, som f.eks. træ, må bestemmes ad anden vej. Det vil sige, under anvendelse af 
kontinuum-fysiske metoder, der kan kvantificere den - ofte betydelige egenskabsmodifikation, 
der skyldes tilstedeværelse af medfødte defekter eller tilførte fejl som for eksempel knaster hen-
holdsvis svindrevner i træ. Det vises i afsnit 2.2, hvordan relativt enkle energibetragtninger kan 
give værdifulde oplysninger om styrkereduktionen i revnede materialer. Knaster i træ kan analo-
giseres til revner med en længde (L) lig knastens diameter. 
I Afsnit 2.5 kommenteres nogle styrkebestemmende materialekonstanter og i Kapitel 3 relate-
res den udviklede teori til anvendelse på træ. Det vises blandt andet, hvordan styrke- og 
viskoelasticitetsteorien i fællesskab kan danne grundlag for bestemmelse af den hastighed, 













β/2 δU δ σ
δσMAX 
Figur 2.1. Relation mellem spænding 
og deformation ved adskillelse af nabo-
atomplaner i krystallinsk materialer. 
2.1 Teoretisk Styrke 
Figur 2.1 viser relationen mellem spænding og deformation af atomafstanden, a, i et perfekt 









πδσ≈σ a2sin  = 2sin   MAXMAX  (2.1)
hvor tøjningen ε = δ/a og β er en "bølgelængde", der bestemmes ved at udtrykke, at den energi, 
der medgår til at skabe to nye overflader ved brud er lig 2 gange overfladeenergien, Ω, og lig are-













2 =     d 2sin  = 2  (2.2)
Et udtryk for den maximale spænding, den teoretiske brudspænding, kan opstilles ved at udnytte, 
at arbejdsliniens begyndelsestangent definerer materialets elasticitetskoefficient, E, som udtrykt 
ved Ligning 2.3. Herefter medfører ligningerne 2.2 og 2.3, at materialets teoretiske styrke kan 
udtrykkes ved Ligning 2.4. 
a2
E =     a2 = 0] = [
d








Størrelsesordenen af den teoretiske styrke, σMAX, og overfladeenergien, Ω, kan udledes af oven-
stående udtryk ved at nyttiggøre (andres teoretiske undersøgelser), at max spænding forekommer 


















Tabel 2.1. Eksempler på Young's modul i for-











Polypropylenfibre  10 
Silicafibre 4 
NaCl-whiskers 40  
Revnelængde





2L Figur 2.2. Tunnelrevne i midten af en 
uendelig stor skive, belastet i det fjerne 
med en jævnt fordelt spænding vinkelret 





 Den teoretiske styrke som udtrykt ved Ligning 2.5 anvendes normalt som et første skøn af 
materialers (også ikke-krystallinske materialers) asymptotiske styrke, der kun kan opnås på 
meget tynde materialeenheder, fabrikerede og anvendte under ekstremt velkontrollerede 
forhold. I Tabel 2.1 er givet nogle eksempler på maksimale styrker, der i dag er opnået på 
"rene" materialer. Ofte er det således, at jo nærmere et materiales styrke kan drives til den 
teoretiske værdi, desto skørere er det. Det vil sige, at brud indtræder med aftagende, varslende 
plastiske deformationer. Der er dog undtagelser herfra, bl.a. en del plastmaterialer.  
I reelle materialer (større enheder, grovere produktion, ikke så veldefinerede anvendelsesområ-
der) bliver den styrken ofte reduceret med en faktor 5 - 100 i forhold til den teoretiske styrke. En 
forklaring herfor gives gennem brudmekanikken i det følgende afsnit. 
2.2 Reel styrke - brudmekanik  
Vi ønsker at bestemme styrken af et revnet materiale. Til dette formål betragter vi først den i 
Figur 2.2 beskrevne model af et perfekt elastisk materiale forsynet med en centralt placeret 
enkeltrevne. I afsnit 2.3 vises, hvordan styrkeløsningen til enkeltrevnesystemet lader sig generali-
sere til også at gælde multi-revnede materialer. 
Energitætheden w (tøjningsenergi per volumenenhed) i materialemodellen i Figur 2.2 kan før 
revnen placeres udtrykkes som anført i følgende ligning. 
2
0
1w = ( d med Hooke 's lov E )
2 E
εσ = σ ε σ = ε∫  (2.6)
Ved skæring af en revne i skiven frigøres en tøjningsenergi, svarende til det areal revnen afskyg-
ger. Vi skønner gennem "strømlinie" betragtninger, at dette areal vil være ellipseformet som vist 
skraveret i Figur 2.2. Den frigjorte tøjningsenergi er arealet gange den lige angivne energitæthed 
E









2222 σπσπΓ⇒πσ  (2.7)
hvor L = 2l er revnens totallængde. Det sidste led giver tillæg af frigjort tøjningsenergi, dW, ved 
en udvidelse, dL, af revnen - med andre ord, frigjort energi per fladeenhedsudvidelse af revnen 
(skiven har tykkelsen 1). Denne størrelse, Γ, kaldes tøjningsenergihastighed (eng. strain energy 
release rate).  
Ligning 2.7 kan omskrives som vist i Ligning 2.8, der samtidigt definerer den alternative revne-
parameter K kaldet spændingsintensitetsfaktoren (eng. stress intensity factor). Spændingsintensi-
tetsfaktoren kan vises at bestemme materialespændingen vinkelret på revneplanen ved σY = 
K/(πr) gældende for meget små afstande r fra revnespidsen. 
l  = E =K πσΓ  (2.8)
2.2.1 Griffith-styrken (enkelt revne)  
Brud indtræder (revnen bliver ustabil), når tøjningsenergihastigheden (under vores udvidelse af 
revnen) opnår en værdi, der lige netop svarer til 2 gange materialets overfladeenergi Ω, svarende 




at adskille to atomplaner, således at to nye overfladeenheder kan dannes, se afsnittet om teoretisk 
styrke. Med andre ord, brud indtræder når frigjort tøjningsenergi netop overskrider den energi, 
der skal bruges til dannelsen af de nye overflader. Dette brudkriterium og Ligning 2.8 giver nu 
den reelle brudstyrke σCR som følger 
) E = K(   ;   
l
K = CRCRCRCR Γπσ  (2.9)
hvor KCR er den såkaldte kritiske spændingsintensitetsfaktor, der ligesom Ω og ΓCR er en materia-








Tabel 2.2 . Eksempler på kritiske spæn-
dingsintensitetsfaktorer (størrelsesordner). 
 
 KCR [kPa√m] for revneåbning 
Træ (⊥ fibre) 350
Stål (alm. blødt) 100000 
Stål (højværdigt) 200000 
Granit 3000 
Nylon 3000 




Porcelæn 1100  
Efter sin første "opfinder", Griffith 1920 (9), benævnes udtrykket i Ligning 2.9 ofte Griffith-rela-
tionen. Udtrykket forudsiger σCR → ∞ når l → 0. Dette kan naturligvis ikke være korrekt. Den 
reelle styrke kan ikke overskride den teoretiske styrke, σMAX.  Det kan imidlertid vises, at Ligning 
2.9 er den korrekte grænseværdi for σCR → 0, og at udtrykket allerede for σCR/σMAX ≈ 0.4-0.5  er 
en meget fin tilnærmelse til den såkaldte Dugdale-styrke, Dugdale 1960 (10), der bygger på en ret 
virkelighedstro modelopfattelse af revnede materialer. Dette forhold diskuteres nærmere i Afsnit 
2.6. 
Som før nævnt gælder de anførte Griffith-styrkeberegninger egentlig kun for perfekt lineært ela-
stiske materialer. Det kan imidlertid vises, at styrkeformlerne kan anvendes med god tilnærmelse 
også for mange seje materialer (materialer med flydning). Her skal den kritiske energihastighed, 
ΓCR, blot inkludere den plastiske energidissipation, der sker i revnespidsen ved dannelsen af nye 
overflader. Samtidig skal σMAX opfattes som en flydespænding. Vi kan forestille os en effektiv 
kritisk energihastighed ΓCR,EFF = 2Ω + σMAXδCR, hvor δCR er materialets brudforlængelse i revne-
fronten. 
 
2.2.2 Reel styrke versus teoretisk styrke 
I forhold til den teoretiske styrke (Ligning 2.4) kan den reelle styrke (Ligning 2.9 med ΓCR = 2Ω) 





Eksempel: Et materiale har en, for det nøgne øje, usynlig revne af længden 2l = 5*10-4 cm. 
Atomafstanden er a ≈ 5*10-8 cm. Hvad er styrken af det revnede materiale i forhold til den maksi-
malt opnåelige styrke. Ligning 2.10 giver svaret: Den reelle styrke er reduceret til en hundrededel 
af den teoretiske. 
CR
MAX
2a a =   
l
σ ≈σ π L  (2.10)
2.3 Multi- og kantrevner 
Spændingsintensitetsfaktoren fra Ligning 2.8 for et enkeltrevnesystem under simpel belastning 
kan i mange tilfælde generaliseres til multirevnesystemer som vist i Ligning 2.11. Intensitetsfak-
toren modificeres under anvendelse af en såkaldt interaktionsfaktor F, der tager hensyn til revners 
indbyrdes placering og afstand til materialekanter. Brud indtræder ved σ = σCR, når den modifice-
rede intensitetsfaktor har opnået den kritiske værdi, der gælder for det betragtede materiale. 
CR
CR
1KK = l * F       = *
l F
σ π ⇒ σ π                     (2.11)
Figur 2.4. Multirevne- og bæltemo-
deller. 
For de simple revnesystemer vist i Figur 2.4 kan interaktionsfaktoren i Ligning 2.12 anvendes 
med god tilnærmelse. Den resulterende styrke er angivet i samme ligning. Det bemærkes 





l lKF  1 -      = 1 - 
b l
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ ⇒ σ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ b  (2.12)
2.4 Andre revnesystemer 
Der findes en mængde tabelværker (11,12,13,14), hvor spændingsintensitetsfaktoren er bestemt 
for andre og mere komplicerede revnekonfigurationer end de simple systemer, vi hidtil har 




simple systemer behandlet i Afsnit 2.3. Brud indtræder, når tøjningsenergihastigheden, alternativt 
spændingsintensitetsfaktoren, opnår den kritiske værdi. 
2.5 Bestemmelse af revneparametre 
Styrkeparametre er en fællesbetegnelse for de to alternative parametre, den kritiske spændingsin-
tensitetsfaktor, KCR, og den kritiske tøjningsenergihastighed, ΓCR, der bestemmer et materiales 
revnefølsomhed. Styrkeparametrene er materialekonstanter på lige fod med for eksempel Young's 
modul E. De to parametre er relaterede gennem, KCR =  √(EΓCR). Brud indtræder, når tilstanden, 
spændingsintensitet K (eller tøjningsenergihastighed Γ), når sin kritiske værdi gennem forøget 
belastning. 
 
Figur 2.5. Nogle udvalgte revnekonfigurationer for hvilke spændingsintensitetsfak-











Grundlæggende kan KCR bestemmes ved forsøg på emner (som i Figur 2.2) med kendt revne-
længde. Den målte styrke og revnelængden samt Griffith's bæreevneformel bestemmer den søgte 
parameter. Alternativt kan bestemmelsen ske med ASTM's standardopstilling eller andre opstil-
linger som vist i Figur 2.5. Tilhørende hjælpeudtryk er vist i Ligninger 2.13 - 2.15. 
KCR angives mest hensigtsmæssigt i dimensionen kPa√m eller MPa√m. Den alternative para-
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b
a a af(a/ b)  29.6 - 185.5  + 655.7  - 1017.0  + 638.9
b b b
K bP *
a f (a / b)
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⇒ =
4a
b                  (2.14) 
 
          
CR
CR
EhK =           Kiledannet revne
2 a




             (2.15) 
En anden mulighed for eksperimentel bestemmelse af tøjningsenergihastighed og spændings-
intensitetsfaktor for revnesystemer i almindelighed er skitseret i Figur 2.6. Med konstant kraft 
(P) og voksende revnelængde (svarende til det voksende revneareal A) måles stivheden (S) 
for den revnekonfiguration for hvilken K ønskes. Fleksibiliteten (1/S) differentieres med 
hensyn til A, hvorefter Γ og K kan bestemmes af Ligning 2.16. Stivheden af systemet uden 
revne er So.  
 
Metoden, hvis teoretiske grundlag (den såkaldte Compliance Equilibrium Equation) er nær-
mere diskuteret i (12,13) for eksempel, er noget vanskelig at anvende i reelle (praktiske) ekspe-
rimenter, da den kræver ekstremt nøjagtige målinger. Den er til gengæld meget brugbar i com-
putereksperimenter. 
2 d(1/S) E d(1/S)P =    ;   K = P
2 dA 2 dA
Γ  (2.16)
2.6 Troværdighed af Griffith-modellen 
Dugdale's model, der er vist i Figur 2.7, forudsiger, at revnespidsspændingen er endelig og lig 
den teoretiske materialestyrke σMAX, når revnelængden går mod 0. En sammenligning mellem 
Griffith- og Dugdale-bæreevnen er foretaget i Ligning 2.17 og Figur 2.8, der er reproducerede 
fra (1,4). Bemærk at ordinaten i Figur 2.8 repræsenter det såkaldte styrkeniveau FL = 




såkaldte karakteristiske mikrostrukturelle dimension. I (4) er d skønnet lig den logaritmiske 
middel af en træfibers dimensioner: d  ≈ (3*0.03)0.5 = 0.3 mm. 
For en yderligere sammenligning af Griffith- og Dugdale-modellen er nogle vigtige karakteristika 













K1 = d  erensiondimturellemicrostrucdenhvor




d :Griffith    
l
d-exp - 1  :Dugdale
     (2.17) 
Figur 2.7. Dugdale-revne bela-
stet vinkelret på revne-plan. Den 





THIN LINE: GRIFFITH 
Structural
Figur 2.8. Styrkeniveau (eller ma-
terialekvalitet) FL = σCR/σMAX
som funktion af halv revnelængde 
l og karakteristisk dimension d. 
For træ er d . 0.3 mm. Knastfrit 
træ og konstruktionstræ ligger i 






Træ er et materiale, hvis rheologiske forhold med rimelig god tilnærmelse kan beskrives som et 
materiale med eksponential krybning, se (8) og afsnit 1.2.4. 
hvor relaxationstiden τ og dens afhængighed af orthotropi og ligevægtsfugt (u1) er angivet i 
nedenstående Ligning 3.2. En krybningseksponent på b ≈ 0.25 kan fastholdes under alle omstæn-
digheder. Elasticitetsmodulen, E, er E≠ ≈ 12000 og E⊥ ≈ 1000 MPa (parallelt med, henholdsvis 
vinkelret på fibrene). Under ikke-stabile klimaforhold bliver relaxationstiden formindsket. En 
faktor på 0.1 eller mindre er ikke ualmindeligt. 
b
b
1 tc = c(t) =  1 +     med   b  1/4
E
1 Er(t) (b 1/ 3)
c(t) 1 (t / )
⎛ ⎞⎛ ⎞ ≈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠⎝ ⎠
≈ = ≤+ τ
 (3.1)





træk, tryk, bøjning  med fibre10
30    forskydning  med fibre
(døgn)   
3  træk  på fibre
10 lokalt i revnefronter ( krybning i revnefronter)
−τ = τ <
≠⎛⎜ ≠⎜≈τ ⎜ ⊥⎜⎜⎝
 (3.2)
Som tidligere nævnt kryber en del viskoelastiske bygningsmaterialer, som for eksempel plast og 
en række keramiske materialer, på principielt samme måde som træ. Forskellene ligger i 
værdierne for b og τ, der i de enkelte tilfælde må hentes eller deduceres fra speciallitteraturen. De 
teoretiske resultater, der præsenteres i dette afsnit er således ikke kun anvendelige på træ. 
I de følgende afsnit gives en række eksempler, hvordan spændings-tøjnings-analyser af 
trækonstruktioner foregår ved hjælp af e-v-analogien beskrevet i Afsnit 1.3. I almindelighed kan 
krybningseksponenten b ≈ 0.25 anvendes. 
3.1 Udtørring af træ 
3.1.1 Spændinger 
Lad os som et eksempel på en viskoelastisk spændingsanalyse beregne den svindfremkaldte 
spænding i et stykke ligevægtsfugtigt træ, hvis længde fastholdes fra tiden, t = 0, hvorefter 
fugtindholdet i træet ændres homogent over tværsnittet. 
Det svind, der fremkaldes i træet, såfremt det ikke er indspændt, er det såkaldte frie svind, der kan 
udtrykkes ved 
 L) R,T, = (I   ;   u(t)] - [u(0)*s = IISV,ε  (3.3)
hvor fugtindholdet, u, som før nævnt, er vægt af indeholdt vand i forhold til tørvægten af det be-
tragtede træemne. Fugtændringen, u(0) - u(t), giver positivt svind ved udtørring. Indeks I på εSV 




                                                          
1  Fugtindholdet, u, i træ måles i kg/kg(tørvægt). I Ligning 3.2 indsættes u i  %. 
radiære (R) henholdsvis axiale retning (L). Disse symboler er almindeligt anvendte som 
retningsgivende i træteknologien; f.eks. betegner ER træets elasticitetkoefficient i radiær retning 
o.s.v. Svindkoefficientens størrelsesorden er givet i Ligning 3.4. 
0.01  s  0.2,  s  0.4,  s LRT ≈≈≈  (3.4)
Den elastiske spænding i vort eksempel kan beregnes som anført i Ligning 3.5 (se Figur 3.1). Den 
















Vi forudsætter nu i eksemplet at udtørringen sker exponentielt som angivet i Ligning 3.7, hvor 
"relaxationstiden" for udtørring α kontrollerer udtørringshastigheden (mindre α, hurtigere 
udtørring). Ligning 3.6 reduceres nu til løsningen i Ligning 3.8, hvor relaxationsfunktionen er 
introduceret fra Ligning 3.1. 
         ))u( - u(0) = u(   ;   





α∆                                                  (3.7) 
En tilnærmet løsning på problemet kan fås ved at anvende den forenklede e-v-analogi i afsnit 1.3 
på det elastiske spændingsudtryk i Ligning 3.5: E erstattes med r(t), som igen introduceres fra 
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∆σ ∫                                                       (3.8) 
)løsningærmetlnti(
)(t/ + 1
)(-t/exp - 1u Es bVISK τ
α∆≈σ                                                           (3.9) 
εSV 1
εSV = s*(u(0) – u(t)) σEL = E*εSV
σELUDTØRRING AF TRÆ 
E = 800 MPa    τ = 1 døgn    s = 0.2
Figur 3.1. Elastisk spænding i fast-
holdt bræt under udtørring. De an-
givne materialeparametre, s, E og
τ, refererer til radiær retning.
Krybningseksponenten, b = 0.25.
Viskoelastisk spænding er vist i Fi-
gurerne 3.2 og 3.3. 
u(t)] - [u(0)*s* E= ELσ  (3.5)
Tilnærmelsen kan forventes at være nogenlunde god, idet dens forudsætning vedrørende 




spændingen som udtrykt i både Ligning 3.8 og Ligning 3.9 kan forventes at forøges med 
aftagende α (hurtigere udtørring). 
Taleksempel: De ovenfor anførte resultater er behandlet numerisk for det i Figur 3.1 viste radiært 
indspændte bræt med udtørring fra u = 0.25 til 0.15 med α = 60 døgn. De for beregningerne nød-
vendige parametre er angivet i figuren.  
Resultaterne er vist i Figur 3.2 sammen med den elastiske løsning fra Ligning 3.5. Bemærk, at 
træets krybning i betydelig grad reducerer risikoen for skadelige udtørringsrevners opståen. Yder-
ligere bemærkes, at svindspændingerne er stadigt aftagende fra t ≈ 120 dage. Til belysning af ud-
tørringshastighedens betydning viser Figur 3.3 supplerende resultater fra en analyse med α = 10 
døgn (hurtigere udtørring). 
 
Figur 3.2. Svindspænding ved udtørring af fast-
holdt bræt. α = 60 døgn. 
 
Figur 3.3. Svindspænding ved udtørring af fast-
holdt bræt. α = 10 døgn. 
 
3.1.2 Styrkeforhold 
Før udtørringen har vi konstateret enkelte revner af længden 3 mm (l = 1.5 mm = 0.0015 m) i 
brættet. Med Ligning 2.9 og KCR = 350 kPa√m fra Tabel 2.2 bestemmes styrken til ≈ 5000 kPa = 
5 MPa, hvilket, jævnfør Figur 3.3, netop er tilstrækkeligt til at brættet kan tåle at blive udtørret 
med en hastighed svarende til α = 10 døgn. Træet kan altså overleve udtørringsprocessen med sin 
oprindelige struktur i behold - takket være krybning. 
Ved en hurtigere udtørring vil revnen udvide sig, og i værste fald ødelægge træet. En mulighed 
for overlevelse kan dog findes i det forhold, at revnen, sammen med andre revner, udvider sig til 
en længde, der reducerer træets stivhed og dermed svindspændingerne til et holdbart niveau. Men 
overlevelsen sker da på bekostning af stivhed og styrke. Eksemplet belyser problematikken om-
kring udtørring af træ. Har vi tid (råd) til at udtørre langsomt kan vi få højværdigt træ. I modsat 
fald må vi affinde os med lavere kvaliteter. 
3.2 Mekanisk levetid 
En analyse af den mekaniske levetid for et viskoelastisk materiale kræver en kombination af 
rheologi og brudmekanik. Materialemodellen (Griffith eller Dugdale) har en begyndelsesrevnen, 
L = 2lo , der er en medfødt typisk dominerende fejl i materialet. Levetiden er naturligt opdelt i to 
faser. Den første fase omhandler tiden tS til begyndende revneudvidelse (materialet begynder at 




af krybning åbner sig mod en kritisk værdi. Den anden fase omhandler tiden fra tS til tCAT, hvor 
det endelige (katastrofale) brud indtræder. Revnen ekspanderer med fastholdt (kritisk) revnefront 
mod en kritisk længde, der netop nås til t = tCAT. 
Det vises i Afsnit 3.2.1 hvordan den første fase kan analyseres på simpel måde med Griffith-
modellen og den tidligere omtalte simple e-v-analogi. Analysen i forbindelse med den anden 
fase nødvendiggør inddragelse af den før omtalte Dugdale-model med voksende revnelængde 
2l. Beregningerne følger i princippet den samme vej som de simple, der medfører tS. De er 
imidlertid meget omfattende, hvorfor de udelades i denne rapport. De færdige resultaterne præ-
senteres i Afsnit 3.2.2.  
Til fastsættelsen af relaxationstiden τ skal der knyttes følgende bemærkninger: Den relevante 
krybningsfunktion i levetidsberegninger er den, der gælder for den måde revnefrontens sider 
bevæger sig i forhold til hinanden. Da denne bevægelse i træ altid vil være en kombination af 
åbning og forskydning kan relaxationstidens størrelsesorden skønnes efter τ15  ≈ √(τ15⊥*τ15≠) ≈ 
10 døgn. 
Bemærkning: Implicit er det i almindelighed i dette afsnit antaget, at belastninger er konstante 
(eller moderat varierende). Teoretisk er det uhyre vanskeligt at bestemme levetiden for vilkårligt 
varierende last. For harmoniske lastvariationer (og nogle jordskælvsvariationer) er der dog 
udviklet lovende resultater i (5,6,7). For de førstnævnte tilfælde er nogle løsninger præsenteret i 
Appendix B. 
3.2.1 Simpel analyse - start på revneudbredelse (tS) 
Vi anvender den simple e-v-analogi som den er fremført i Afsnit 1.3. Det vil sige, opskriv 
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Γσ    (3.11) 






σ                                                                                                       (3.12) 
Tiden i dette udtryk er tiden til begyndende revneudbredelse tS, under den konstante belastning 
σCR(tS). Den søgte "levetid" til begyndende nedbrydning af træet er nu bestemt ved  
















3.2.2 Nøjagtig analyse 
Det antages at revnen i materialemodellen er den i Figur 2.7 viste Dugdale-revne, hvis karakte-
ristika er beskrevet i Appendix A. Dugdale-modellen er valgt frem for Griffith-modellen fordi 
den, som antydet i Afsnittene 2.2 og 2.6, har et større potentiale med hensyn til styrkebeskrivelse 
af materialer med små revner. Dette forhold er udnyttet i (4), hvortil der henvises med hensyn til 
generelle levetidsløsninger (også for andre viskoelastiske materialer). Nedenstående udtryk er 
den del af de generelle udtryk, der gælder for styrkeniveauer FL = σCR/σMAX < 40 - 50%. At dette 
område er relevant for levetidsberegninger af trækonstruktioner er antydet i Figur 2.8.  
Uden udvikling gengives fra (1,4,5) følgende levetidsudtryk, der særskilt giver tS og tCAT-tS. Som 
tidligere antydet gælder de præsenterede udtryk ikke blot træ, men for alle materialer med ekspo-
nentialkrybning. I (2,3,4) er vist, hvordan udtrykkene kan generaliseres til materialer med 
vilkårlig krybning. 
Nogle analyseresultater for konstant belastet træ er til sammenligning med eksperimentelle re-
sultater vist i Figurerne 3.1 og 3.2. Eksperimenterne er rapporterede af Hoffmeyer (15), Krebs 
(16) og af Wood (17) - de såkaldte Madison-resultater. 
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Figur 3.1. Dødlast levetid. Trækvalitet, 
FL =0.2. Krybningseksponent, b = 0.2. 
Konstant fugtindhold u ≈ 11% ⇒ τ11 = 
25.1 døgn (τ15 = 10 døgn). Eksperimen-
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Solid square: Krebs dry 
Solid circle: Krebs wet 
Open square: Madison 
Solid line: Present analysis 
Figur 3.2. Knastfrit træ. Eksperi-
mentelle levetidsdata fra Krebs (16): 
 tør (12 %) og våd (> 30 %). Madi-
son (17): tør (. 10 %). Teoretisk: 
(15 %,> 30 %), (FL,b) = (0.5,0.25), 
(τTØR,τVÅD) = (10,0.32) døgn. 
 
3.3 Træs levetid versus trækvalitet 
Som tidligere nævnt, forudsætter de præsenterede levetidsudtryk, at trækvaliteten er FL < 0.4 – 
0.5 (se Figur 2.8). Med dette analysegrundlag er levetidsresultaterne vist med stiplede linier i 
Figur 3.3. En mere generel analyse (1,4) med vilkårlige trækvaliteter giver levetider som de er 
vist med fulde linier i den samme figur. Det vil bemærkes, at forudsætningen FL < 0.4-0.5 er sær-
deles relevant for normalt forekommende træ. Kun for ekstremt høje kvaliteter kan mere kom-
plicerede analyser være på sin plads. 
For normal design-praksis kan påregnes, at levetiden ved samme lastniveau afkortes med voksen-
de trækvaltet. Tendensen er aftagende med stigende kvalitet, således at levetiden for højværdigt 
















Figur 3.3. Træs levetid som 













APPENDIX A: Dugdale modellen 
For en sammenligning mellem Griffith-modellen og Dugdale-modellen præsenteres nedenfor 
nogle nøgleresultater for den sidstnævnte model vist i Figur 2.7. Formlerne er et udsnit af en 
række udtryk præsenteret i (1,18). 
Frontbredde og frontåbning 
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APPENDIX B: Variabelt lastniveau 
Vi betragter træ, harmonisk belastet som vist i Figur B1. Levetidsudtryk for træ belastet på denne 
måde er udviklede i (5). Generelt kan resultaterne kun bestemmes numerisk. Nogle dimensionsløse, 
grafiske løsninger er vist i  Figurerne B3 – B6 (FL = 0.2, b = 0.2), som kan anvendes uafhængig af 
trækvalitet og relaksationstid. I Figur B2 er den udviklede analyse testet mod forsøgsresultater af 
Bach (19). Disse viser klart, at levetid for træ under svingende belastning, i modsætning til metaller, 











Figure B1. Basic load variation consi-
dered: Square wave loading with fre-
quency f = 1/T. σMIN = p*σMAX. In pre-
sent analysis: β = 0.5. 
Figure B2. Fatigue of spruce 
compressed parallel to grain with 
(p,β) = (0,0.5). Elastic fatigue is 
predicted lifetime at very high 
frequency. (FL,b,τ) = (0.4,0.25,1 
day). Eksperimentelle resultater 
(19). 
Figure B4. Normalized time to failure, accu-
rate analysis. 
Figure B3. Normalized time to failure, accurate 
analysis. 
Figure B6. Number of load cycles to failure, 
accurate analysis.Figure B5. Number of load cycles to failure, accurate analysis. 
Design diagrammer 
Det kan observeres fra master-kurverne i Figurerne B3-B6, at levetiden praktisk taget beskri-
ves som elastisk fatigue for dimensionsløse lastfrekvenser f*τ > 105 – og som dødlast levetid 
for frekvenser f*τ < 10. Både krybnings- og fatiguemekanismer er aktive i transitionsområdet 
10 < f*τ < 105. Nemme, sikre estimater for lastbrøker, p < 0.5 kan bestemmes som vist i Lig-
ning B2 (for højere lastbrøker skal transitionsintervallet forskydes til højre). Eksempler på design 
diagrammer er vist i Figurerne B7 og B8. 
De indførte symboler, C og M har betydningen forklaret i symbollisten præsenteret i Kapitel 4 





FLC = G  with
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5
5
dead load (Eq. 3.16)  when f  < 10
Lifetime analysis  for p 0.5: elastic fatigue  (Eq. B1) when f  > 10









































Figure B7. Time to failure of 
wood subjected to variable load 
according to Figure 3 SLmax = 
0.6, p = 0, FL = 0.2, and b = 
0.2. Constant moisture content, u 
≈ 11% ⇒ τ11 = 25.1 days (τ15 = 
10 days), Fatigue parameters 








NUMBER OF CYCLES TO FAILURE
(read lower graphs)
















Figure B8. Number of load 
cycles to failure of wood sub-
jected to variable load accor-
ding to Figure 3.  SLmax = 0.6, p 
= 0, FL = 0.2, and b = 0.2.
Constant moisture content, u ≈
11% ⇒ τ11 = 25.1 days (τ15 = 
10 days), Fatigue parameters 





De oftest anvendte symboler i artiklen er listet nedenfor. Listen inkluderer ikke lokale symboler, 
der kun anvendes i mellemresultater. Den udprægede brug af dimensionsløse størrelser skal note-
res. For eksempel, lastniveau, styrkeniveau, og fejlbrøk.  
Bemærk den lidt uheldige blanding af symboler for teoretisk styrke (σl og σMAX). Af tekstsammenhæn-
gen vil dette imidlertid ikke føre til misforståelser. 
 Load and strength 
 Load in general    σ 
 Strength (reference)   σCR 
 Theoretical strength   σl (σMAX) 
 Strength level    FL = σCR/σMAX 
 Load level     SL = σ/σCR 
 Variable load 
 Minimum load    σMIN 
 Minimum load level   SLMIN = σMIN/σCR 
 Maximum load    σMAX 
 Maximum load level   SLMAX = σMAX/σCR 
 Fractional time under max load  β 
 Load ratio     p = σMIN/σMAX = SLMIN/SLMAX 
 Damage 
 Crack length     l 
 Initial crack length (reference)  lo 
 Damage ratio (or just damage)  κ = l/lo 
 Fatigue parameters 
 Damage rate constant   C ≈ 3 
 Damage rate power    M ≈ 9 
 Time and creep 
 Time in general    t 
 Creep function in load direction  c(t) = (1 + (t/τ)b/E 
 Flexibility     1/E = c(0) 
 Normalized creep function  C = 1 + (t/τ)b 
 Relaxation time (or doubling time) τ 
 Creep power     b 
 Time shift parameter   q = (0.5(1 + b)(2 + b))1/b 
 Lifetime and load cycles 
 Cycling time     T 
 Frequency     f = 1/T 
 Lifetime     tCAT 
 Number of load cycles to failure  NCAT = tCAT/T = f*tCAT 
 Moisture 
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